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Resumo
A Relatividade Geral, que foi constru´ıda baseada nos princ´ıpios da equivaleˆncia
e da covariaˆncia, e´ a teoria da gravitac¸a˜o que admite um espac¸o-tempo na˜o euclidiano.
Ela permite que o espac¸o-tempo se torne curvo pro´ximo a` distribuic¸o˜es de mate´ria. Os
buracos negros sa˜o objetos com imensas concentrac¸o˜es de mate´ria, que provocam grandes
perturbac¸o˜es no espac¸o a sua volta. A me´trica correspondente ao buraco negro que ana-
lisamos foi a de Schwarzschild. Tais objetos tambe´m podem ser analisados utilizando-se
a termodinaˆmica, com a obtenc¸a˜o de varia´veis como temperatura e entropia. Este u´ltimo
conceito, e´ de fundamental importaˆncia para entendermos a questa˜o do emaranhamento
entre dois sistemas f´ısicos correlacionados e a teoria de informac¸a˜o. Assim, nosso objetivo
foi analisar alguns fatores sobre o paradoxo da conservac¸a˜o da informac¸a˜o em buracos
negros. Ale´m do mais, tambe´m analisamos como o emaranhamento entre duas regio˜es
desconectadas pode gerar espac¸os-tempos conectados, e qual sua relac¸a˜o com as pontes
de Einstein-Rosen.
Palavras-chave: buracos negros; emaranhamento; pontes de Einstein-Rosen.
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Abstract
The General Relativity, that was built on the equivalence and covariance princi-
ples, is the gravitation theory which admits a non-euclidean spacetime. It permits that
the spacetime becomes curve near matter distributions. The black holes are objects with
huge concentrations of matter, which cause major disruption in the space around it. The
corresponding metric to the black hole that we reviewed it is the Schwarzschild metric.
Such objects can also be analyzed using the thermodynamic concepts, to obtain varia-
bles such as temperature and entropy. This one, will be of fundamental importance to
understanding the question of the entanglement between two related physical systems
and the concept of information. So, our goal it is to examine some factors about the
information conservation paradox in black holes. Moreover, also we analyzed as a entan-
glement between two disconnected regions can generate spacetime connected, and what
is its relationship with Einstein-Rosen bridges.
Keywords: black holes; entanglement; Einstein-Rosen bridges.
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Cap´ıtulo 1
Introduc¸a˜o
Um fato que vem sendo bastante pesquisado por f´ısicos nas u´ltimas de´cadas, e´ o
que acontece com a informac¸a˜o em buracos negros. O pro´prio Stephen Hawking escreveu
em seu famoso artigo de 1976, que a informac¸a˜o deveria ser perdida se um buraco negro
evaporasse completamente [1]. No entanto, de acordo com a Mecaˆnica Quaˆntica a con-
servac¸a˜o da informac¸a˜o e´ dada atrave´s da unitariedade do operador evoluc¸a˜o temporal
[2]. Assim, torna-se importante encontrar algumas respostas para tentar resolver este
paradoxo.
Outro acontecimento bastante interessante surge quando analisamos a questa˜o do
emaranhamento. Ele trata-se de um fenoˆmeno com uma forte correlec¸a˜o que conecta dois
sistemas f´ısicos, como dois buracos negros, por exemplo. Um dos efeitos que ele pode
causar, surge quando consideramos a correspondeˆncia entre teorias de campos conformes
(CFTs) e espac¸os-tempos anti de-Sitter (AdS), que envolve uma relac¸a˜o entre a f´ısica
quaˆntica de sistemas correlacionados com a gravidade. Ela tambe´m e´ conhecida como
gauge/gravity correspondence [3].
No segundo cap´ıtulo iniciamos este trabalho apresentando alguns aspectos da Te-
oria da Relatividade Geral. Ela surge da tentativa de estender a Relatividade Restrita
para referenciais na˜o-inerciais. Mais especificamente, ela estende a Relatividade Restrita
de modo a incorporar a gravitac¸a˜o. A relatividade restrita foi formulada a partir de dois
postulados: (1) as leis da F´ısica sa˜o as mesmas em todos os referenciais inerciais. Na˜o
existe nenhum referencial inercial preferencial; (2) que a luz viaja retilineamente com ve-
locidade c em todas as direc¸o˜es, em qualquer referencial inercial [4]. A Relatividade Geral
e´ uma teoria da estrutura do espac¸o-tempo e da dinaˆmica do universo [5]. A presenc¸a de
um corpo ocasiona que o espac¸o-tempo se curve na sua vizinhanc¸a, de modo que ele se
torne na˜o euclidiano. Esta curvatura e´ equivalente ao campo gravitavional, que substitui
o campo gravitacional cla´ssico. Assim, a geometria se torna tambe´m um ramo da f´ısica
[6]. Ale´m disso, ela admite a existeˆncia de buracos negros. Neste trabalho, analisamos o
seu modelo mais simples, o de Schwarzschild. Esta foi a primeira soluc¸a˜o das equac¸o˜es da
Relatividade Geral, que descreve um corpo massivo e esfe´rico.
No terceiro cap´ıtulo, estudamos a entropia de emaranhamento utilizando o for-
malismo do operador densidade. Sendo assim, fizemos uma revisa˜o para conhecermos
algumas caracter´ısticas deste operador em questa˜o. Esta ana´lise e´ de suma importaˆncia
para definirmos o conceito de informac¸a˜o. Subsequentemente, estudamos por meio de
uma situac¸a˜o, como a entropia e a informac¸a˜o podem ser aplicadas, tendo como objetivo
uma compreensa˜o significativa das mesmas.
Posteriormente, no quarto cap´ıtulo apresentamos o que pode acontecer com a in-
formac¸a˜o em buracos negros, do ponto de vista de dois sistemas de refereˆncia, e tambe´m
uma soluc¸a˜o conjectural para o paradoxo da conservac¸a˜o da mesma. Comprovamos que
o emaranhamento assume o papel de pivoˆ fundamental tanto para entendermos o que
acontece com a informac¸a˜o nesta presente descric¸a˜o, quanto na correspondeˆncia existente
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entre teorias de campo conforme e espac¸os-tempos anti de-Sitter. Em tal correspondeˆncia,
vimos que ha´ duas formas de interpretarmos um estado quaˆntico descrevendo duas regio˜es
sem perturbac¸o˜es. Ale´m do mais, mostramos por meio de um sistema f´ısico, o que pode
acontecer com a sua geometria quando variamos o emaranhamento e a informac¸a˜o. Por
conseguinte, analisamos o que pode acontecer a dois buracos negros que esta˜o conectados
entre si. Verificamos que esta conexa˜o trata-se de uma ponte de Einstein-Rosen. Tambe´m
analisamos a relac¸a˜o que existe entre essas pontes em refereˆncia e as correlac¸o˜es quaˆnti-
cas. Tal relac¸a˜o trata-se de uma equac¸a˜o simbo´lica, conhecida como ER = EPR que e´
uma proposta feita por Juan Maldacena e Leonnard Susskind [7]. E, no quinto cap´ıtulo
apresentamos as nossas concluso˜es sobre o trabalho.
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Cap´ıtulo 2
Revisa˜o sobre Buracos Negros
Introduzimos neste cap´ıtulo alguns aspectos do que diz a Teoria da Relatividade
Geral. Ela e´ a generalizac¸a˜o da teoria cla´ssica de Newton, e substitui a Relatividade Res-
trita para referenciais na˜o-inerciais. Ale´m do mais, ela propicia implicac¸o˜es no contexto
do espac¸o-tempo, levando-se em conta, que a mate´ria (energia) e´ quem provoca uma cur-
vatura do pro´prio espac¸o-tempo a sua volta. Isto nos remete a ideia de que a gravitac¸a˜o e
a geometria esta˜o intimamente relacionadas. A teoria e´ descrita pelas equac¸o˜es de campo
de Einstein, a qual possui va´rios tipos de soluc¸o˜es.
Posteriormente apresentamos uma das soluc¸o˜es destas equac¸o˜es, a de Schwarzs-
child. Esta soluc¸a˜o descreve um buraco negro massivo e esfe´rico, que apresenta duas
singularidades no seu elemento de linha obtido. Uma destas singularidades na˜o pode ser
evitada, pore´m a outra pode ser evitada caso seja realizada uma mudanc¸a de coordenadas
adequada. Este u´ltimo ponto referido, na˜o se trata de uma singularidade real, ela delimita
o horizonte de eventos do buraco negro, o qual realizamos uma mudanc¸a de coordenadas
para explorar a regia˜o pro´xima a esta superf´ıcie.
2.1 Princ´ıpios da Relatividade Geral
Os buracos negros sa˜o soluc¸o˜es das equac¸o˜es da Teoria da Relatividade Geral de
Einstein. Portanto, e´ deseja´vel que devemos conhecer alguns dos princ´ıpios ba´sicos desta
famosa teoria.
Numa se´rie de artigos, Einstein formulou a Teoria da Relatividade Geral, que ge-
neraliza a Teoria da Relatividade Restrita para referenciais na˜o-inerciais. Dentre alguns
aspectos dessa teoria, esta´ o fato de que o campo gravitacional e´ representado pela ge-
ometria de um espac¸o-tempo na˜o-euclidiano. Isto quer dizer que a presenc¸a de mate´ria
provoca uma curvatura do espac¸o-tempo a sua vizinhanc¸a, tal que este se torne na˜o-
euclidiano [6]. Na Relatividade Geral, um objeto chamado tensor me´trico, gµν , conte´m
toda a informac¸a˜o geome´trica do espac¸o-tempo, e, para determinarmos este tensor, deve-
mos resolver as equac¸o˜es de Einstein. Tais equac¸o˜es sa˜o uma generalizac¸a˜o da equac¸a˜o
do campo gravitacional newtoniano, e possuem algumas particularidades que veremos a
seguir.
Esta teoria foi formulada baseada principalmente em dois princ´ıpios, o princ´ıpio
da equivaleˆncia e o princ´ıpio da covariaˆncia geral. O primeiro princ´ıpio diz que
as forc¸as gravitacionais e as forc¸as inerciais atuando num corpo, sa˜o equivalentes, se
considerarmos uma regia˜o local do espac¸o. Ja´ o segundo, afirma que as leis da f´ısica
devem ser as mesmas em todos os sistemas de coordenadas. Ale´m disso, as equac¸o˜es
que a descrevem devem ter forma tensorial e serem expressas no espac¸o-tempo de quatro
dimenso˜es de Riemann.
As equac¸o˜es que descrevem o campo gravitacional relativ´ıstico, sa˜o uma genera-
lizac¸a˜o do campo gravitacional Newtoniano, e devem retornar a ele se aplicarmos um
limite apropriado. Ale´m do mais, o campo gravitacional Newtoniano assume a existeˆncia
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de apenas um potencial Φ que descreve a teoria. Enquanto isso, na Relatividade Geral
sa˜o encontrados 10 potenciais.
Estes potenciais sa˜o identificados pelas componentes do tensor me´trico gµν . Que,
tambe´m depois de aplicado um certo limite, devemos obter a equac¸a˜o de Poisson, ou seja:
∇2Φ = 4piGρ, (2.1)
onde G e´ a constante gravitacional de Newton e ρ e´ a densidade de massa do corpo
produzindo o campo gravitacional [8].
Como a presenc¸a de mate´ria deforma o campo gravitacional produzindo curvatura,
na equac¸a˜o de campo devemos ter uma parte que representa a geometria do espac¸o-
tempo deformado e outra que representa a fonte do campo gravitacional. Assim, devemos
perceber que a componente 00 do tensor energia-momento Tµν , e´ proporcional a` densidade
de massa ρ. Portanto este tensor deve ser visto como fonte nas equac¸o˜es de campo. A
outra parte que representa a geometria curvada, deve ser constru´ıda a partir do tensor de
Ricci, Rµν , ja´ que ele conte´m derivadas de segunda ordem do tensor me´trico.
Com base nestes fundamentos, apo´s alguns anos de diversas tentativas, ate´ o final
de 1915, Einstein estabeleceu a relac¸a˜o entre geometria e mate´ria da seguinte forma [10]:
Rµν − 1
2
gµνR =
8piG
c4
Tµν , (2.2)
onde R e´ o escalar de Ricci e c e´ a velocidade da luz.
As quantidades do lado esquerdo da Eq.(2.2), sa˜o dadas por:
Rαβ =
∂Γραβ
∂xρ
− ∂Γ
ρ
αρ
∂xβ
+ ΓσαβΓ
ρ
ρσ − ΓσαρΓρβσ. (2.3)
e
R = Rαα = g
αβRαβ , (2.4)
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sendo
Γµνα =
1
2
gµβ
(
∂gβα
∂xν
+
∂gβν
∂xα
− ∂gνα
∂xβ
)
(2.5)
os s´ımbolos de Christoffel.
A descric¸a˜o do campo gravitacional pela teoria cla´ssica de Newton e tambe´m pela
Relatividade Geral, esta´ representada na Figura 2.1.
Figura 2.1: Campo gravitacional descrito pela teoria cla´ssica e pela Relatividade Geral.
Fonte: elaborada pelo autor.
As equac¸o˜es de campo de Einstein apresentam algumas particularidades, a na˜o-
linearidade e´ uma delas. Este fato e´ verificado pela estrutura do tensor de Ricci. Com isso,
elas na˜o obedecem ao princ´ıpio da superposic¸a˜o. Isto significa que a soma das soluc¸o˜es de
campo de Einstein na˜o e´ uma soluc¸a˜o.
Outro fato esta´ expresso pela conservac¸a˜o da energia e momento (∇µT µν = 0). Pois
as equac¸o˜es de movimento da distribuic¸a˜o de mate´ria sa˜o descritas pelo tensor energia-
momento considerado. Consequentemente, as equac¸o˜es de campo de Einstein conte´m
as equac¸o˜es de movimento da mate´ria produzindo o campo gravitacional. Portanto, a
distribuic¸a˜o e o movimento da mate´ria produzindo o campo gravitacional na˜o podem ser
determinados arbitrariamente [8, 11].
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A distribuic¸a˜o e o movimento da mate´ria sa˜o determinados por func¸o˜es do campo
gravitacional, ou seja, pelas componentes do tensor me´trico, e ao mesmo tempo o tensor
me´trico e´ determinado pela distribuic¸a˜o e movimento da mate´ria atrave´s das equac¸o˜es
de campo de Einstein. Na relatividade geral na˜o temos de assumir separadamente as
equac¸o˜es do movimento e da mate´ria. Em vez disso, elas sa˜o consequeˆncias das identidades
de Bianchi e da na˜o-linearidade das equac¸o˜es de Einstein [8].
2.2 A me´trica de Schwarzschild
Comec¸aremos o nosso estudo utilizando o modelo mais simples de buraco negro,
o de Schwarzschild. A me´trica obtida deste caso descreve uma soluc¸a˜o esfericamente
sime´trica e esta´tica, em uma regia˜o do espac¸o-tempo onde o tensor energia momento Tµν
desaparece.
Todas as soluc¸o˜es das equac¸o˜es de campo de Einstein no va´cuo sa˜o equivalentes a
de Schwarzschild, pois ela e´ tambe´m a soluc¸a˜o mais geral para simetrias deste tipo. O
elemento de linha (ds2 = gµνdx
µdxν) obtido neste caso e´ dado, em coordenadas esfe´ricas,
por [8, 9, 12]:
ds2 =
(
1− 2MG
r
)
dt2 −
(
1− 2MG
r
)−1
dr2 − r2(dθ2 + sen2θdφ2), (2.6)
onde podemos definir dΩ2 ≡ dθ2 +sen2θdφ2 como sendo o elemento de aˆngulo so´lido, e M
e´ a massa deste corpo gravitacional. Ale´m do mais, por convenieˆncia, estamos adotando
c = 1.
A coordenada t e´ chamada de tempo de Schwarzschild, e representa o tempo regis-
trado por um relo´gio padra˜o em repouso no infinito. O paraˆmetro r e´ a coordenada radial
de Schwarzschild. Ela na˜o mede a distaˆncia espacial pro´pria a partir da origem, mas em
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vez disso, e´ definida de tal forma que a a´rea de uma 2-esfera e´ 4pir2. As coordenadas θ e
φ sa˜o os aˆngulos polar e azimutal, respectivamente [12].
Este elemento de linha possui algumas caracter´ısticas, perceba que se M → 0 (que
e´ o caso do campo gravitacional sem fontes), ou se r → ∞ (que e´ o caso para pontos
muito distantes da fonte do campo gravitacional) recuperamos o elemento de linha de
Minkowski para o espac¸o plano, que e´ dado por:
ds2 = dt2 − dr2 − r2(dθ2 + sen2θdφ2). (2.7)
Portanto, soluc¸o˜es no va´cuo esfericamente sime´tricas sa˜o assintoticamente planas, neces-
sariamente.
Podemos identificar a natureza esta´tica dessa soluc¸a˜o, por ela na˜o apresentar ter-
mos que dependam explicitamente de t, nem termos cruzados com dt. Tambe´m, esta
soluc¸a˜o e´ invariante sob reflexa˜o temporal, ou seja, pela troca t→ t′ = −t. E tambe´m inva-
riante por translac¸a˜o temporal, desde que obedec¸a a` transformac¸a˜o t→ t′ = t+constante
[13].
Ale´m disso, devemos ficar atentos a dois valores de r em que o elemento de linha
de Schwarzschild apresenta alguns problemas. Tais problemas e´ que nestes pontos, o
elemento de linha pode apresentar algumas singularidades. Uma dessas singularidades
pode ocorrer na superf´ıcie r = 2MG, que e´ conhecido como Raio de Schwarzschild.
Neste ponto, a compontente da me´trica gtt desaparece, e a componente grr diverge.
Assim, este ponto nos da´ a impressa˜o da existeˆncia de uma singularidade, que e´ algumas
vezes chamada de singularidade de Schwarzschild.
Entretanto, podemos perceber que o determinante da me´trica, g = −r4sen2θ, e´
regular em r = 2MG. Juntamente a isto, percebemos que a quantidade
RαβγδR
αβγδ ≈ M
2G2
r6
, (2.8)
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permanece finita neste ponto.
Sendo assim, podemos evitar este tipo de singularidade a partir de uma escolha
adequada de coordenadas. Como esta quantidade e´ um escalar, ela permanece invariante
sob mudanc¸as de coordenadas. Com isso, a verdadeira singularidade ocorre em r = 0. Ja´
que esta singularidade na˜o pode ser evitada, ela e´ conhecida como singularidade real, ou
f´ısica, pois ela e´ independente do sistema de coordenadas que e´ utilizado [8, 9, 13].
A superf´ıcie correspondente a r = 2MG delimita uma regia˜o importante do bu-
raco negro de Schwarzschild, que e´ chamada de horizonte de eventos, e e´ vista por um
observador externo como uma espe´cie de fronteira do universo [12].
A soluc¸a˜o tambe´m pode ser representada atrave´s de um diagrama de Penrose
(Figura 2.2). A regia˜o I corresponde ao exterior do buraco negro, ou seja r > 2MG.
Enquanto que a parte interior e´ dada pela regia˜o II.
Figura 2.2: Diagrama de Penrose do buraco negro de Schwarzschild.
Fonte: SUSSKIND, L. LINDESAY, J. 2005. p16.
Os buracos negros sa˜o, em geral, caracterizados pelo fato de que tudo e´ sugado
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para dentro dele, e nada consegue sair. Assim, a sua caracter´ıstica mais importante na˜o
e´ a singularidade no seu centro, mas o horizonte de eventos a sua volta. Um horizonte de
eventos e´ uma superf´ıcie que separa pontos do espac¸o-tempo do tipo-tempo daqueles que
na˜o sa˜o [9].
Sendo assim, nos pontos que esta˜o situados em r > 2MG, t e´ uma coordenada
tipo-tempo e r tipo-espac¸o. Mas na regia˜o r < 2MG, as caracter´ısticas das coordenadas
t e r se revertem. Sendo agora t uma coordenada tipo-espac¸o e r uma coordenada tipo-
tempo. Segue disto, que a topologia da soluc¸a˜o de Schwarzschild na˜o e´ euclidiana [13].
Quando r → 0 as forc¸as de mare´ divergem, e a curvatura do espac¸o-tempo aumenta tanto
que as leis da f´ısica cla´ssica falham nesse ponto [12].
Nesta regia˜o, a forc¸a gravitacional e´ ta˜o forte que se um raio de luz se originasse
la´, ele na˜o poderia alcanc¸ar pontos que esta˜o fora do horizonte de eventos. Um sinal de
luz originando-se em r = 2MG, seria arrastado para o centro da singularidade [13]. Caso
ele pudesse sair desta regia˜o, a velocidade de escape deveria ser maior do que a velocidade
da luz.
Podemos realizar uma mudanc¸a de coordenadas em que a coordenada radial vai
a menos infinito no horizonte, de modo que o sistema de coordenadas cobre toda a re-
gia˜o r > 2MG. Assim, a coordenada r∗, chamada de coordenada de tartaruga e´ dada
explicitamente por:
r∗ = r + 2MGln
(
r − 2MG
2MG
)
, (2.9)
note-se que r∗ → −∞ quando r = 2MG.
Com isso, a partir desta mudanc¸a de coordenadas, podemos obter que
grrdr
2 = gtt(dr
∗)2, (2.10)
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ao qual nos permite escrever o elemento de linha de Schwarzschild da Eq.(2.6) na seguinte
forma:
ds2 = gtt[dt
2 − (dr∗)2]− r2dΩ2. (2.11)
Onde gtt = (1−2MG/r) e´ o elemento temporal da me´trica obtida da soluc¸a˜o de Schwarzs-
child, e grr = (1− 2MG/r)−1 e´ o elemento radial desta mesma me´trica.
O fato interessante e´ que agora a parte radial-temporal do elemento de linha assume
uma forma particularmente simples, chamada de conformemente plana. Num espac¸o
conformemente plano, o elemento de linha tem a seguinte forma:
ds2 = F (x)dxµdxνηµν , (2.12)
com ηµν sendo a me´trica de Minkowski. Qualquer espac¸o bidimensional e´ conformemente
plano, e o espac¸o de Schwarzschild mantendo θ e φ fixos na˜o e´ uma excessa˜o a isto. Como
a me´trica na Eq.(2.11) possui essa caracter´ıstica, ela tambe´m e´ conformemente plana [12].
A regia˜o pro´xima ao horizonte de eventos pode ser explorada substituindo r por
uma coordenada ρ que mede a distaˆncia pro´pria a partir do horizonte, ou seja:
ρ =
∫ √
grr(r′)dr′ (2.13)
onde grr e´ o elemento radial da me´trica de Schwarzschild definida anteriormente. Assim,
podemos readaptar o elemento de linha e escreve-lo em termos de ρ e t. Fazendo isto,
temos que:
ds2 =
(
1− 2MG
r(ρ)
)
dt2 − dρ2 − r(ρ)2dΩ2. (2.14)
Ao resolver a integral da Eq.(2.13) nos limites de 2MG a r, encontramos:
ρ =
√
r(r − 2MG) + 2MGsenh−1
(√
r
2MG
− 1
)
. (2.15)
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Na regia˜o pro´xima ao horizonte de eventos, podemos fazer uma pequena expansa˜o
no raio de Schwarzschild (r = 2MG+ ). Tambe´m devemos levar em considerac¸a˜o o fato
de que
√
/2MG << 1 [12]. Da´ı,
ρ ≈√(2MG+ )[(2MG+ )− 2MG] + 2MGsenh−1(√ (2MG+)
2MG
− 1
)
≈ [2MG(r − 2MG)]1/2 + 2MGsenh−1 (√ 
2MG
)
≈ [2MG(r − 2MG)]1/2 + 2MG
√
r−2MG
2MG
≈ 2[2MG(r − 2MG)]1/2.
(2.16)
Ale´m do mais, partindo da Eq.(2.16) para ρ, podemos obter a expressa˜o
ρ2 = 4(2MG)(2MG+ )
(
1− 2MG
r
)
ρ2
(
dt
4MG
)2
=
(
1− 2MG
r
)
dt2.
(2.17)
E escrever o elemento de linha na forma que segue
ds2 ∼= ρ2
(
dt
4MG
)2
− dρ2 − r(ρ)2dΩ2. (2.18)
Ale´m do mais, se estivermos interessados em analisar uma pequena regia˜o angu-
lar do horizonte de eventos, arbitrariamente centrada em θ = 0, podemos substituir as
coordenadas angulares por coordenadas cartesianas, da seguinte maneira:
X = 2MGθcosφ
Y = 2MGθsenφ
. (2.19)
Podemos introduzir uma varia´vel temporal adimensional:
ω =
t
4MG
, (2.20)
e reescrevendo o elemento de linha como:
ds2 = ρ2dω2 − dρ2 − dX2 − dY 2. (2.21)
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Dessa forma ρ e ω sa˜o varia´veis radial e angular para um espac¸o plano de Minkowski,
respectivamente. As coordenadas T e Z de Minkowski podem ser definidas por
T = ρsenhω
Z = ρcoshω
, (2.22)
assim podemos obter o elemento de linha de Minkowski, ou seja:
ds2 = dT 2 − dZ2 − dX2 − dY 2. (2.23)
Obtemos a equac¸a˜o anterior, considerando uma regia˜o muito pro´xima ao horizonte de
eventos, limitado por 2MG, tambe´m levamos em considerac¸a˜o que a parte angular e´
muito pequena. Entretanto, isto demonstra que o horizonte e´ localmente na˜o-singular.
Portanto, para um buraco negro muito grande, percebemos que, localmente, ele e´ quase
indistingu´ıvel de um espac¸o-tempo plano.
Figura 2.3: Relac¸a˜o entre as coordenadas de Minkowski e de Rindler.
Fonte: SUSSKIND, L. LINDESAY, J. 2005. p9.
A relac¸a˜o entre as coordenadas de Minkowski e as coordenadas ρ e ω e´ apresentada
na Figura 2.3. O espac¸o de Minkowski e´ dividido em quatro quadrantes, I, II, III e
IV . Apenas uma destas regio˜es, encontra-se fora do horizonte do buraco negro, que e´
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a regia˜o I. O pro´prio horizonte e´ a origem T = Z = 0. Percebe-se que ele e´ uma
superf´ıcie bidimensional em um espac¸o-tempo quadrimensional. Isto pode parecer uma
surpresa. Afinal, definimos o horizonte como sendo dado originalmente por r = 2MG, e
portanto parece ser uma superf´ıcie tridimensional. Entretanto, na˜o devemos esquecer que
o horizonte e´ o lugar onde a componente temporal da me´trica, gtt, torna-se nula.
A aproximac¸a˜o da regia˜o pro´xima ao horizonte do buraco negro por espac¸o de
Minkowski, e´ chamada de aproximac¸a˜o de Rindler. Em particular, a parte do espac¸o de
Minkowski aproximada da regia˜o exterior do buraco negro e´ a regia˜o I, que e´ chamada
de espac¸o de Rindler. A coordenada tipo-tempo ω, e´ o chamado tempo de Rindler. Uma
translac¸a˜o da coordenada temporal de Rindler da forma ω → ω+constante, e´ equivalente
a um boost de Lorentz no espac¸o de Minkowski [6].
Fez-se esta aproximac¸a˜o levando-se em conta regio˜es locais do espac¸o-tempo; e com
isso, o princ´ıpio da equivaleˆncia tambe´m se faz presente no espac¸o de Rindler.
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Cap´ıtulo 3
Entropia e Informac¸a˜o
Neste cap´ıtulo apresentamos algumas propriedades termodinaˆmicas de buracos ne-
gros. Estes corpos, ale´m de provocarem grandes disturbaˆncias no espac¸o-tempo devido a`
sua grande quantidade de massa, tambe´m possuem caracter´ısticas desta natureza como a
temperatura e a entropia. Logo apo´s, definimos a entropia de Von Neumann, conhecida
muitas vezes como entropia de emaranhamento. Esta entropia e´ definida em termos de
um operador conhecido como operador densidade, o qual apresentamos as suas princi-
pais caracter´ısticas. Com isso vimos que, ela e´, juntamente com a entropia te´rmica, de
fundamental importaˆncia na definic¸a˜o da informac¸a˜o contida num sistema.
A seguir apresentamos uma situac¸a˜o que consiste de uma aplicac¸a˜o, que serve de
exemplo para compreendermos os significados das entropias te´rmica e de emaranhamento,
e tambe´m da informac¸a˜o de um sistema.
3.1 Entropia Te´rmica e Entropia de Emaranhamento
A entropia e´ uma func¸a˜o de estado de fundamental importaˆncia f´ısica, e em teoria
da informac¸a˜o. Ela e´, em geral, primeiramente introduzida no contexto da termodinaˆmica.
Em mecaˆnica estat´ıstica, a entropia e´ obtida utilizando a teoria de probabilidades em con-
junc¸a˜o com as leis dinaˆmicas que governam o movimento dos constituintes microsco´picos
do sistema [14].
A entropia de Von Neumann, tambe´m conhecida como entropia de emaranhamento,
e´ um pilar fundamental para entendermos a teoria da informac¸a˜o. No entanto, antes disso
vamos associar a entropia a buracos negros.
Para encontrarmos a entropia relacionada a` buracos negros primeiro devemos co-
nhecer sua temperatura. Este u´ltimo conceito mencionado, quando vista por um observa-
dor distante, pode ser calculada diretamente pela relac¸a˜o entre t e a varia´vel temporal de
Rindler ω expl´ıcita na Eq.(2.20). O paraˆmetro ω tambe´m pode ser interpretado como uma
varia´vel angular variando de zero a` 2pi. Por sua vez, o tempo euclidianizado corresponde
ao inverso da temperatura β,
ω =
(
1
4MG
)
t;
2pi =
(
1
4MG
)
β;
T = 1
8piMG
.
(3.1)
E ale´m do mais, nesta relac¸a˜o o fator 1/4MG representa um de´ficit angular.
Se considerarmos que a energia deste buraco negro e´ produzida por sua massa,
podemos encontrar a entropia utilizando a primeira lei da termodinaˆmica na forma:
dM = TdS, (3.2)
que apo´s substituirmos o valor da temperatura, e integrar a equac¸a˜o, encontramos para a
entropia a expressa˜o que segue:
S = 4piM2G. (3.3)
Do cap´ıtulo anterior, temos que o raio de Schwarzschild e´ 2MG e a a´rea do horizonte
de eventos e´ 4pir2, em que r corresponde ao raio do horizonte de eventos. Utilizando estas
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informac¸o˜es juntamente com a equac¸a˜o anterior, podemos encontrar que
S =
A
4G
, (3.4)
onde A representa a a´rea do horizonte de eventos.
Esta e´ a entropia de Bekenstein-Hawking, que e´ proporcional a a´rea do horizonte
de eventos. Este e´ um bom resultado, pois, de acordo com um observador externo, e´ onde
toda a mate´ria caindo em direc¸a˜o ao buraco negro acumula-se. Esta entropia torna-se
uma quantidade extensiva no sentido em que ela e´ proporcional a` area do horizonte, e e´
representada como sendo o nu´mero de estados quaˆnticos microscopicamente distintos que
esta˜o granulando-se no estado macrosco´pico que conhecemos como buraco negro [12].
Para compreendermos o significado da entropia de emaranhamento, partimos do
formalismo de operador densidade, criado em 1927, por J. Von Neumann, que descreve
quantitativamente situac¸o˜es f´ısicas com ensembles mistos tanto quanto para ensembles
puros (na literatura, o que chamamos de ensembles puros e mistos sa˜o frequentemente
denominados estados puros e mistos). Neste formalismo, o operador densidade conte´m
toda a informac¸a˜o fisicamente relevante que podemos obter a respeito do ensemble em
questa˜o [15].
Portanto, antes de introduzir o conceito de operador densidade, deve-se ter em
mente o que sa˜o estados puros e mistos. Um estado puro e´ aquele caracterizado por um
u´nico vetor de estado. Enquanto isso, em estados mistos cada subsistema e´ representado
por um vetor de estado referente a cada regia˜o.
Para um estado (ou ensemble) puro, por exemplo, o operador densidade pode ser
escrito como:
ρ = |Ψ〉 〈Ψ| . (3.5)
Assim, neste caso espec´ıfico, este operador e´ idempotente, e com isso podemos escrever
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ρ2 = ρ, ou equivalentemente, ρ(ρ − 1) = 0. Portanto, para o caso de ensembles puros
temos, tambe´m, que:
Tr(ρ2) = 1, (3.6)
onde podemos perceber que os autovalores neste tipo de situac¸a˜o sa˜o zeros ou um [15].
Agora considere uma regia˜o do espac¸o que e´ descrita por um vetor de estado |Ψ〉
que possui operador densidade dado pela Eq.(3.5), do qual consta de duas subregio˜es A e
B. Este vetor de estado pode ser representado por uma combinac¸a˜o linear dos subsistemas
correspondentes:
|Ψ〉 =
∑
αβ
|A(α)〉 |B(β)〉 , (3.7)
em que as subregio˜es A e B sa˜o caracterizadas por |A(α)〉 e |B(β)〉, respectivamente.
Pode-se representar, tambe´m, cada subsistema por um operador densidade. Para
isto, devemos realizar a operac¸a˜o de trac¸o sobre os graus de liberdade do outro subsistema
[16]. Da´ı, uma descric¸a˜o completa de todas as medidas de A pode ser provida pela matriz
densidade ρA, ou seja:
ρA = TrBρ, (3.8)
e, analogamente, todas as medidas realizadas em B, sa˜o descritas pela matriz densidade
ρB
ρB = TrAρ. (3.9)
Ao relacionar estas subregio˜es descritas acima com o que apresentou-se no cap´ıtulo
anterior sobre buracos negros, tem-se que uma delas corresponde ao interior do buraco
negro, e a outra ao exterior, ou vice-versa.
As matrizes densidade em geral, possuem algumas propriedades descritas a seguir:
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• Trρ = 1. A matriz densidade e´ normalizada a 1. Isto significa que todos os autova-
lores esta˜o entre zero e um. Ale´m disso, se um desses autovalores e´ igual a um, todos
os outros devem ser nulos. Este caso em especial, trata-se de um estado puro. A
operac¸a˜o de trac¸o e´ independente da representac¸a˜o, com isso ela pode ser realizada
usando qualquer base conveniente.
• ρ = ρ†. A matriz densidade e´ hermitiana.
• Todos os autovalores sa˜o positivos ou zero.
Uma medida quantitativa de um estado e´ provida pela entropia de Von Neumann
como:
S = −Trρlnρ. (3.10)
Ela e´ zero, se e apenas se, os autovalores do operador densidade sa˜o zero. Ale´m do
mais, ela pode ser interpretada como uma medida de graus de liberdade entre A e B, e e´
conhecida geralmente como entropia de emaranhamento.
Emaranhamento refere-se a correlac¸o˜es quaˆnticas entre o subsistema sob investiga-
c¸a˜o e um outro subsistema. Mais precisamente, ele envolve dois ou mais subsistemas que
esta˜o ligados de alguma forma [12].
Desta forma, a entropia de emaranhamento para um dos subsistemas, A por exem-
plo, que descrevemos acima, e´:
SA = −TrρAlnρA. (3.11)
Outra caracter´ıstica da entropia de emaranhamento e´ o fato de que as entropias
dos subsistemas sa˜o iguais, ou seja, SA = SB. Esta igualdade e´ segurada pelo fato das
matrizes densidade das regio˜es A e B, ou seja, ρA e ρB possu´ırem os mesmos autovalores.
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Esta relac¸a˜o que estabelece a igualdade entre estas entropias, e´ verdadeira apenas para o
caso em que o estado combinado e´ puro [12].
Vale salientar que se a entropia dada pela Eq.(3.10) na˜o for nula, ela apresenta
o fato que no sistema global existem correlac¸o˜es cruzando a superf´ıcie que separa os
diferentes lados que existem neste sistema [16].
Assim, podemos perceber que a entropia de Von Neumann e´ uma medida do nu´-
mero de estados que tem uma probabilidade aprecia´vel no ensemble estat´ıstico. Ale´m
disso, na˜o devemos confundi-la com a entropia te´rmica da segunda lei da termodinaˆmica.
Para calcular o operador densidade, necessitamos de um sistema que pode ser
dividido em subregio˜es A e B, que podem representar o interior e o exterior de um buraco
negro, por exemplo. O funcional que descreve as regio˜es A e B, Ψ(A,B), pode ser obtido
via integral de caminho. Apo´s o uso deste me´todo, temos que:
Ψ(A,B) = 1/
√
Z 〈A| e−piH |B〉 . (3.12)
Logo, o operador densidade pode ser calculado utilizando varia´veis cont´ınuas, como
[12]:
ρ(B,B′) =
∫
Ψ∗(A,B)Ψ(A,B′)dA
= 1
Z
∫ 〈B| e−piH |A〉 〈A| e−piH |B′〉 dA
= 1
Z
〈B| e−2piH |B′〉 ,
(3.13)
onde A′ e B′ sa˜o outras subregio˜es.
Assim, identificamos que:
ρ =
1
Z
e−βH , (3.14)
onde β = 2pi e Z e´ a func¸a˜o de partic¸a˜o dada por Z = Tre−βH .
Claramente, a equac¸a˜o acima descreve um sistema com Hamiltoniana H que esta´
em equil´ıbrio te´rmico com temperatura T = 1/β. Esta relac¸a˜o representa o operador
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densidade te´rmica de Maxwell-Boltzmann,
ρMB = e
−βH/Tre−βH . (3.15)
Com isso, a entropia te´rmica (ST ) deste caso em especial e´:
ST = −TrρMBlnρMB. (3.16)
Vamos considerar um grande sistema de energia total E e que esta´ em um estado
puro com entropia nula. Ele e´ composto de va´rios pequenos subsistemas similares que
interagem ta˜o fracamente, que podemos desprezar esta interac¸a˜o. Cada subsistema tem
uma energia me´dia . O operador densidade te´rmica de cada subsistema e´ dada por:
ρi = e
−βHi/Zi, (3.17)
onde Hi representa a energia do subsistema. A forma desta equac¸a˜o e´ a matriz densidade
te´rmica que maximiza a entropia para uma dada energia me´dia .
A coarse grained entropy (entropia de granulac¸a˜o grossa) ou entropia te´rmica, que
representa do sistema composto, e´ definida pela soma das va´rias entropias dos pequenos
subsistemas (σi), ou seja, ST =
∑
i Si. Esta entropia e´ a que usualmente pensamos no
contexto da termodinaˆmica. Enquanto isso, a fine grained entropy (entropia de granulac¸a˜o
fina) e´ tambe´m chamada de entropia de emaranhamento. Uma delas surge nos estudos
da termodinaˆmica, e a outra quando tratamos sistemas emaranhados.
Para melhor compreender a entropia de emaranhamento, considere um subsistema
arbitra´rio B de A que pode consistir de um, va´rios, ou de todos os subsistemas σi. Normal-
mente, a entropia de emaranhamento S(B) de B com o outro subsistema remanescente
A − B, e´ menor que a entropia te´rmica de B, ou seja, ST (B) > S(B). Quando B se
aproxima de A, a entropia de emaranhamento tende a zero [12].
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A entropia te´rmica e a entropia de emaranhamento, tem papel fundamental em
teoria da informac¸a˜o, a qual vamos analisar a partir de agora.
3.2 Informac¸a˜o
Com as entropias te´rmica e de emaranhamento exploradas anteriormente, podemos
definir o conceito de informac¸a˜o, visto que este conceito e´ definido utilizando-se os dois
tipos de entropia mencionados. Entretanto, veremos primeiro como a informac¸a˜o pode
ser conservada em um sistema.
Na mecaˆnica cla´ssica assim como na mecaˆnica quaˆntica, a informac¸a˜o na˜o e´ per-
dida em um sistema fechado e isolado. Na mecaˆnica cla´ssica este princ´ıpio e´ confirmado
pelo teorema de Liouville, que afirma que o volume de uma determinada regia˜o sob es-
tudo e´ sempre conservado. Assim, se conhecemos o volume de um sistema que possui
alguma determinada informac¸a˜o, ao evoluir no tempo, se o volume permanecer o mesmo,
a informac¸a˜o sera´ conservada.
Enquanto isso, do ponto de vista da mecaˆnica quaˆntica, a conservac¸a˜o da informa-
c¸a˜o e´ expressa pela unitariedade do operador evoluc¸a˜o temporal. O ana´logo do volume
de um sistema descrito na mecaˆnica cla´ssica, e´ a dimensionalidade do subespac¸o N . A
unitariedade da evoluc¸a˜o temporal assegura que N e´ conservado com o tempo [12]. A
definic¸a˜o desta teoria tem um grande impacto, pois ela encontra-se presente em uma con-
tradic¸a˜o que vem perturbando grande parte dos f´ısicos ha´ muito tempo: o paradoxo da
perda de informac¸a˜o em buracos negros. Este problema surge de um aparente conflito
entre a radiac¸a˜o de Hawking de um buraco negro, e o fato que a evoluc¸a˜o temporal na
mecaˆnica quaˆntica e´ unita´ria. Enquanto o primeiro diz que a informac¸a˜o de um sistema
indo em direc¸a˜o a um buraco negro desaparece, o segundo afirma que a informac¸a˜o deve
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ser conservada [17, 18].
Apo´s a ana´lise de como a informac¸a˜o (I) pode ser conservada em um sistema f´ısico,
tem-se que esta pode ser definida pela diferenc¸a entre a entropia te´rmica e a entropia de
emaranhamento, ou seja [12]:
I = ST − S. (3.18)
Se na˜o existir emaranhamento, a informac¸a˜o (I) torna-se apenas a entropia te´rmica do
sistema.
Pode-se pensar que a informac¸a˜o em um determinado sistema varia suavemente
de zero (para o subsistema σi), ate´ algum determinado valor. Entretanto, na˜o e´ isso que
acontece; na verdade, para subsistemas que sa˜o menores que a metade do sistema total,
a informac¸a˜o e´ desprez´ıvel.
Considerando um sistema global A que e´ dividido em duas regio˜es, B e A − B.
Enta˜o, pode-se perceber da u´ltima expressa˜o, dada pela Eq.(3.18), que quando B <
(1/2)A, a informac¸a˜o torna-se aproximadamente nula (I −→ 0), e com isso obtemos
ST (B) ∼= S(B).
Para entender o comportamento da entropia para o caso de subsistemas que sa˜o
maiores que a metade do sistema total, ou seja, B > (1/2)A, tem-se que levar em conta
alguns fatos. Ja´ mencionamos na sec¸a˜o anterior, que no caso que o sistema total e´ um
estado puro, existe uma propriedade da entropia de emaranhamento entre dois subsistemas
interagindo. Tal propriedade retrata que esta entropia em questa˜o, torna-se igual para os
dois subsistemas. Neste caso, para a situac¸a˜o a qual se descreve encontra-se que:
S(A−B) = S(B). (3.19)
Com isso, tem-se tambe´m que S(A− B) ∼= ST (A− B). E com estes resultados, obtemos
que S(B) ∼= ST (A−B).
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A entropia te´rmica do subsistema A − B e´ da ordem de (1 − f)ST (A), visto que
A − B e´ um subsistema de A, e f e´ uma frac¸a˜o dos graus de liberdade contidos em
B. Assim, a informac¸a˜o torna-se desprez´ıvel para subsistemas menores que a metade do
sistema total. Entretanto, considerando a outra situac¸a˜o em que o subsistema e´ maior
que a metade sitema total, obtemos:
I(B) = ST (B)− S(B)
= ST (B)− ST (A−B)
= fST (A)− (1− f)ST (A)
= (2f − 1)ST (A),
(3.20)
para a expressa˜o da informac¸a˜o.
3.3 Entropia e Informac¸a˜o de uma Bomba em um
Recipiente
Pode-se compreender o significado de entropia te´rmica, da entropia de emaranhan-
mento e da informac¸a˜o, atrave´s de uma aplicac¸a˜o que consiste de um sistema com uma
bomba no interior de um recipiente. O recipiente possui paredes que na˜o permitem a
troca de mate´ria e energia com o meio externo e um pequeno buraco no recipiente que
conecta o interior com o exterior do recipiente (Figura 3.1). O sistema total consiste
do subsistema A que representa o meio externo, e do subsistema B que corresponde ao
interior do recipiente.
Inicialmente, a bomba esta´ no interior do recipiente que possui entropia nula.
Quando a bomba explode, ela preenche o recipiente com radiac¸a˜o e com isso a entropia
te´rmica do recipiente aumenta, mas a entropia de emaranhamento ainda permanece nula,
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Figura 3.1: Uma bomba dentro de um recipiente.
Fonte: elaborada pelo autor.
da´ı, tem-se que: 
ST (B) 6= 0
S(B) = S(A) = 0
. (3.21)
Apo´s preencher todo o recipiente, a radiac¸a˜o comec¸a a escapar lentamente pelo
buraco do recipiente ate´ o meio externo. O resultado disto, e´ que os subsistemas A e B,
correspondentes ao exterior e interior do recipiente, tornam-se emaranhados. A entropia
de emaranhamento, que e´ igual para A e B, comec¸a a aumentar. Assim, temos que:
SEmaranhamento 6= 0
ST (A) 6= 0
ST (B) 6= 0
. (3.22)
Eventualmente, toda a radiac¸a˜o escapa do recipiente. A entropia te´rmica do inte-
rior bem como a de emaranhamento no recipiente tendem a zero. Mas a regia˜o exterior
possuira´ entropia na˜o-nula. Logo,
SEmaranhamento = 0
ST (A) 6= 0
ST (B) = 0
. (3.23)
Ao mesmo tempo, a entropia te´rmica no exterior do recipiente tem aumentado ate´
seu valor final. A segunda lei da termodinaˆmica assegura que a entropia no exterior e´ maior
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que no interior do recipiente so´ depois da explosa˜o. Mas, a entropia de emaranhamento
desaparace, uma vez que os subsistemas na˜o esta˜o mais emaranhados.
Dessa forma a entropia de emaranhamento deve ser menor que a entropia te´rmica
de A ou B. Ale´m disso, quando a entropia te´rmica fora do recipiente aumenta ate´ o ponto
que se iguala a` entropia em seu interior ST (A) = ST (B). Neste ponto, temos tambe´m que
a entropia de emaranhamento e´ igual a entropia te´rmica de qualquer um dos subsistemas.
Assim, este e´ o ponto onde a informac¸a˜o fora do recipiente comec¸a a crescer. Antes disso,
uma boa quantidade de radiac¸a˜o tem escapado, mas nenhuma informac¸a˜o.
E´ u´til definir este momento em que a informac¸a˜o comec¸a a surgir. Este tempo
e´ chamado de information retention time (tempo de retenc¸a˜o de informac¸a˜o). Ele e´ a
quantidade de tempo que leva para recuperar alguma quantidade de informac¸a˜o sobre o
estado inicial do recipiente.
Assim, ao observar como a entropia te´rmica e a entropia de emaranhamento surgem
a partir da ilustrac¸a˜o da Figura 3.1, observamos como a conservac¸a˜o da informac¸a˜o aparece
para um sistema convencional. A consequeˆncia deste princ´ıpio e´ que a radiac¸a˜o final no
exterior do recipiente deve estar em um estado puro.
A descric¸a˜o da evoluc¸a˜o de va´rios tipos de entropia segue de muitos princ´ıpios
gerais. Isto tambe´m aplica-se a` observac¸o˜es realizadas fora de um buraco negro que
veremos no pro´ximo cap´ıtulo.
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Cap´ıtulo 4
Complementaridade, Modificac¸a˜o de
Geometrias a partir do
Emaranhamento e a Conjectura
ER = EPR
Neste cap´ıtulo se evidencia alguns fatos problema´ticos que sa˜o encontrados sobre a
conservac¸a˜o da informac¸a˜o de diferentes sistemas de refereˆncia que podem, ou na˜o, cruzar
o horizonte de eventos de um buraco negro. Para isto, tem-se que levar em considerac¸a˜o
as ideias concernentes aos conteu´dos que foram vistos nos cap´ıtulos anteriores. Tambe´m
apresenta-se uma poss´ıvel soluc¸a˜o conjectural para o paradoxo da conservac¸a˜o da infor-
mac¸a˜o, proposta por Leonnard Susskind, conhecida como complementaridade do buraco
negro.
Posteriormente estudamos como um estado quaˆntico que corresponde a espac¸os-
tempos desconectados pode gerar um espac¸o-tempo que descreve um buraco negro atrave´s
do emaranhamento, e o que pode acontecer com a geometria quando varia-se tanto o
emaranhamento quanto a informac¸a˜o.
A seguir, apresentamos de uma forma geral o que sa˜o as pontes de Einstein-Rosen
e a sua relac¸a˜o com as correlac¸o˜es quaˆnticas, atrave´s da soluc¸a˜o conjectural de Juan
Maldacena e Leonnard Susskind [7, 21]. Esta foi proposta baseada no trabalho de Mark
Van Raamsdonk [20], o qual relaciona emaranhamento e geometria. Tambe´m estudamos
como a monogamia do emaranhamento desempenha seu papel na informac¸a˜o em buracos
negros.
4.1 Alguns aspectos sobre a Conservac¸a˜o da Infor-
mac¸a˜o em Buracos Negros
Nesta sec¸a˜o mostramos quais sa˜o os principais problemas que podem ser encon-
trados com a conservac¸a˜o da informac¸a˜o, durante o processo de formac¸a˜o e evaporac¸a˜o
de buracos negros. Veremos quais sa˜o os pontos de vista que podem ser analisados, e
tambe´m suas consequeˆncias.
Contudo, antes de apresentar quais sa˜o as controve´rsias encontradas para a expli-
cac¸a˜o da conservac¸a˜o da informac¸a˜o em buracos negros, vale lembrar que estamos des-
crevendo sistemas com horizontes. Assim, dois pontos emaranhados no va´cuo quaˆntico
(Figura 4.1) obedecem uma t´ıpica func¸a˜o de correlac¸a˜o, dada por:
〈0|Φ(xA)Φ(xB) |0〉 = 1
∆2
. (4.1)
A correlac¸a˜o diverge quando os dois pontos encontram-se na fronteira.
Os buracos negros sa˜o normalmente pensados como corpos altamente massivos que
consomem toda a mate´ria que passa atrave´s de seus horizontes, sem qualquer esperanc¸a
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Figura 4.1: Dois pontos emaranhados no va´cuo quaˆntico separados por uma fronteira.
Fonte: elaborada pelo autor.
de recuperac¸a˜o. Essencialmente, eles agem como “ralos co´smicos” no espac¸o-tempo, re-
movendo permanentemente mate´ria e energia do universo ao seu redor. De acordo com
Hawking, este ponto de vista foi uma objec¸a˜o. Segundo ele, depois de terem convertido
tudo em radiac¸a˜o te´rmica, os buracos negros evaporam e eventualmente desaparecem [19].
O pro´prio Hawking em 1976, trouxe a` tona a questa˜o de se a informac¸a˜o de um
sistema realmente e´ perdida durante o processo de formac¸a˜o e evaporac¸a˜o de buracos
negros. A destruic¸a˜o da informac¸a˜o neste processo mostrou-se ser um problema, pois isto
desafia as leis da mecaˆnica quaˆntica, que afirmam que a informac¸a˜o deve ser conservada.
Vejamos o que diz a mecaˆnica quaˆntica sobre a conservac¸a˜o da informac¸a˜o. De
acordo com ela, a progressa˜o de um estado inicial para um estado final e´ governada pelo
operador unita´rio evoluc¸a˜o temporal:
|ψout〉 = S |ψin〉 . (4.2)
Uma forma de afirmar a conservac¸a˜o da informac¸a˜o e´ atrave´s da pro´pria unitariedade
deste operador em questa˜o. Pois, o operador evoluc¸a˜o temporal, que tambe´m pode ser re-
presentado matricialmente, possui uma inversa, enta˜o o estado inicial pode ser recuperado
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do estado final
|ψin〉 = S† |ψout〉 . (4.3)
Consideramos o ponto de vista de observadores que esta˜o fora do horizonte de
eventos. Como percebemos das relac¸o˜es acima, o operador evoluc¸a˜o conecta os estados
inicial e final. Todos os experimentos realizados em part´ıculas que esta˜o localizadas na
regia˜o externa, podem ser descritos por uma matriz densidade, pois ela conte´m toda a
informac¸a˜o f´ısica poss´ıvel do sistema,
ρout = Trsingularity |ψout〉 〈ψout| . (4.4)
Onde Trsingularity significa o trac¸o realizado sobre todos os estados na singularidade. Desse
modo, o observador externo ao buraco negro vera´ um estado caracterizado por uma matriz
densidade.
Ale´m do mais, ja´ vimos que o estado obtido por este observador e´ de natureza
te´rmica. Do ponto de vista de um observador externo, nada pode ultrapassar o horizonte
de eventos. Para ele, um sistema que se aproxima do buraco negro e´ termalizado no
horizonte. Logo, o operador densidade referido e´ de natureza te´rmica.
Hawking passou a fazer argumentos em que a informac¸a˜o do estado poderia na˜o ser
restaurada se o buraco negro fosse completamente evaporado. Na verdade, o que poderia
acontecer e´ que ela se perde durante o processo inteiro de formac¸a˜o e evaporac¸a˜o, ou
ser restaurada para a regia˜o exterior no final deste processo, atrave´s da radiac¸a˜o te´rmica
expelida pelo buraco negro [12].
Entretanto, como ja´ estudamos no cap´ıtulo anterior, a informac¸a˜o pode ser oculta
em um sistema atrave´s de sua entropia. Quando o buraco negro emite metade de seu
valor original, temos que STermica = SEmaranhamento neste ponto. A partir deste ponto,
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ele deve comec¸ar a emitir informac¸a˜o em forma de radiac¸a˜o te´rmica. Antes da entropia
te´rmica tornar-se igual a` entropia de emaranhamento, parte de sua entropia ja´ tem sido
eliminada, mas ainda nenhuma informac¸a˜o. Aqui tambe´m e´ va´lido o fato que a entropia de
emaranhamento da radiac¸a˜o na˜o pode ser maior que a entropia te´rmica remanescente do
buraco negro. Assim, se toda a informac¸a˜o foi emitida no final do processo de evaporac¸a˜o,
uma lei da natureza deveria ser violada do ponto de vista de um observador externo.
Em outras palavras, do ponto de vista de um observador externo, o horizonte emite
a informac¸a˜o na radiac¸a˜o te´rmica. Ja´ um sistema que cai livremente na˜o observaria nada
de anormal, ele cruzaria o horizonte juntamente com sua informac¸a˜o. Somente depois
de atravessa-lo, ele encontraria uma grande barreira acima dele, chamada muitas vezes
de brick wall. Isto impede que qualquer tipo de comunicac¸a˜o acontec¸a entre os dois
observadores, uma vez que aquele que caiu livremente tenha cruzado o horizonte.
Por u´ltimo deve-se levar em conta o quantum xerox principle, muitas vezes conhe-
cido como princ´ıpio da na˜o-clonagem. O princ´ıpio da conservac¸a˜o da informac¸a˜o requer
que toda a informac¸a˜o deve ser retornada para fora durante a radiac¸a˜o te´rmica do buraco
negro. O princ´ıpio da equivaleˆncia, por outro lado, afirma que a informac¸a˜o contida num
sistema que cai livremente deve atravessar o horizonte. O princ´ıpio da na˜o-clonagem se
opo˜e a isto. Sendo assim, o horizonte na˜o pode duplicar a informac¸a˜o, enviar uma co´pia
ao buraco negro e emitir uma segunda co´pia para fora.
Com isso chegamos a um impasse. E´ aqui que se se faz presente o paradoxo. Parece
que alguma lei da natureza deve ser violada, pelo menos para algum observador.
Uma soluc¸a˜o que foi encontrada para resolver este problema, e´ a chamada com-
plementaridade do buraco negro. Ela afirma que nenhum observador testemunha uma
violac¸a˜o de alguma lei da natureza.
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Para um observador externo, um buraco negro e´ um sistema complexo do qual a
entropia e´ a medida da sua capacidade de armazenar informac¸a˜o. Esta entropia pode ser
entendida como o nu´mero de microestados referentes aos graus de liberdade que corres-
pondem ao buraco negro. Ela na˜o nos informa o que sa˜o estes graus de liberdade, mas
podemos estimar o seu nu´mero, que e´ da ordem da a´rea do horizonte de eventos.
Ale´m disso, o observador externo afirma que o buraco negro pode absorver, ter-
malizar, e eventualmente emitir toda a informac¸a˜o em forma de radiac¸a˜o te´rmica. Em
qualquer momento, a entropia de emaranhamento na˜o pode ser maior que a entropia te´r-
mica do buraco negro. No final do processo de evaporac¸a˜o, toda a informac¸a˜o deve estar
na radiac¸a˜o te´rmica que foi emitida.
Para um observador caindo livremente, a complementaridade do buraco negro as-
segura que o princ´ıpio da equivaleˆncia deve ser respeitado. Isto significa que contanto que
o buraco negro seja muito maior que o sistema em queda livre, o horizonte e´ visto como
um espac¸o-tempo plano. Nem altas temperaturas ou outras anomalias sa˜o encontradas
[12].
Pode-se entender melhor o significado da complementaridade do buraco negro atra-
ve´s de um exemplo. Considere dois observadores, Bob e Alice. Alice cai no buraco negro,
e Bob permanece fora e testemunha a queda de Alice. De acordo com o princ´ıpio da equi-
valeˆncia de Einstein, Alice fica sujeita a` um espac¸o-tempo plano quando ela se aproxima
do buraco negro (assumindo um buraco negro suficientemente grande). No entanto, da
perspectiva de Bob, Alice deve ser termalizada pro´ximo ao horizonte, com a informac¸a˜o
que esta´ sendo levada com ela. Mas de acordo com a complementaridade, ambos os even-
tos podem ocorrer. Isso ocorre porque Alice e Bob nunca podem discordar da experieˆncia
de um ou do outro, uma vez que Alice cruzou o horizonte [19].
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Nenhuma contradic¸a˜o o´bvia e´ encontrada por um observador externo, desde que o
observador em queda na˜o pode enviar algum tipo de sinal de dentro do horizonte.
4.2 Surgimento de Espac¸os-tempos a partir do Ema-
ranhamento e a Conexa˜o com as Pontes de Einstein-
Rosen
Agora analisamos como o emaranhamento pode estar ligado a` geometria de certos
sistemas f´ısicos, e o que pode acontecer com ela se o emaranhamento entre algumas regio˜es
deste sistema variar.
Com este objetivo, ao utilizar a dualidade existente entre teorias de gauge e gra-
vidade, que corresponde a uma equivaleˆncia entre Teorias de Campo Conformes (CFTs)
e espac¸o-tempo anti de-Sitter (AdS). A correspondeˆncia (AdS)/(CFT) representa uma
dualidade entre duas teorias f´ısicas, que sa˜o a teoria quaˆntica de campos e a gravidade.
A CFT e´ uma teoria de campo quaˆntica que e´ invariante sob transformac¸o˜es conformes
(que preserva aˆngulos localmente). Enquanto que o espac¸o-tempo AdS trata-se de uma
variedade de Lorentz que corresponde a` um hiperboloide [3].
Duas regio˜es sa˜o necessa´rias para descrever CFTs. Cada regia˜o e´ caracterizada por
um vetor de estado correspondente, |ΨA〉 e |ΨB〉 por exemplo. Se estas regio˜es na˜o esta˜o
emaranhadas, podemos representar o sistema total por:
|Ψ〉 = |ΨA〉 ⊗ |ΨB〉 . (4.5)
Contudo, a descric¸a˜o do sistema total possui outra forma se existir emaranhamento entre
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as regio˜es A e B, e neste caso tem-se
|Ψ(β)〉 =
∑
i
e−βHi/2 |Ei〉 ⊗ |Ei〉 , (4.6)
onde |Ei〉 representa o autoestado de energia para cada regia˜o.
Aqui encontra-se um fato marcante, o estado representado pela Eq.(4.6) pode ser
entendido de duas formas. A primeira e´ que ela representa uma superposic¸a˜o de espac¸os-
tempos desconectados. A segunda interpretac¸a˜o e´ que este estado descreve o espac¸o-tempo
de um buraco negro do tipo AdS. Pois, o emaranhamento entre as regio˜es A e B provocou
o surgimento do espac¸o-tempo descrito pelo buraco negro. Isto pode ser visto na Figura
4.2.
Figura 4.2: O emaranhamento entre duas (CFTs) causa o surgimento de um espac¸o-tempo
descrito por um buraco negro.
Fonte: RAAMSDONK, M. V. 2010. p2.
Uma forma de comprovar a veracidade desta afirmac¸a˜o, pode ser dada se reali-
zarmos a operac¸a˜o de trac¸o na Eq.(4.6). Dessa forma, obtemos um operador densidade
te´rmica. Ou seja, um observador em uma das regio˜es do buraco negro descrito acima
(no espac¸o de Rindler, por exemplo), verifica que o estado correspondente e´ de natureza
te´rmica, com temperatura T = 1/β. Da´ı,
ρT = Tr(|Ψ〉 〈Ψ|) =
∑
i
e−βHi |Ei〉 〈Ei| . (4.7)
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Posteriormente, estudamos quais os efeitos que podem ser causados na geometria
de um sistema, se acontecer variac¸o˜es na entropia de emaranhamento de uma regia˜o deste
sistema.
Considerando que temos uma regia˜o que e´ dividida em duas partes e admitindo que
exista uma correlac¸a˜o entre os subsistemas correspondentes, podemos calcular a entropia
de emaranhamento SA ou SB, utilizando o operador densidade referente a` cada subsistema.
Pode-se entender que esta entropia tambe´m pode ser representada pela expressa˜o
de Bekenstein-Hawking, que vimos anteriormente,
S =
A
4G
. (4.8)
Onde A significa a a´rea do horizonte de eventos.
Portanto, no contexto dos buracos negros a entropia de Bekenstein-Hawking pode
ser entendida como a entropia de emaranhamento entre o interior e o exterior do pro´prio,
separados pelo horizonte de eventos.
Ao analisar a proporcionalidade entre entropia e a´rea da Eq. (4.8), comprovamos
que o que acontece com um fator tambe´m acontecera´ com o outro. Se a a´rea diminuir,
a entropia de emaranhamento tambe´m diminuira´. A relac¸a˜o geome´trica do sistema que
estamos tratando e´ vista na Figura 4.3.
Este mesmo efeito na geometria tambe´m pode ser provocado se considerarmos o
conceito de informac¸a˜o. Consideramos uma subregia˜o C, contida em A, e outra subregia˜o
D que esta´ contida na regia˜o B. Neste caso, a informac¸a˜o concernente a`s duas subregio˜es
e´ dada por:
I(C,D) = S(C) + S(D)− S(C ∪D). (4.9)
Se a informac¸a˜o entre C e D se aproximar de zero, enta˜o uma correlac¸a˜o entre
dois pontos XC e XD, situados nestas subregio˜es ira´ diminuir. Este decre´scimo provocara´
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Figura 4.3: Esquema das variac¸o˜es na entropia que provocam mudanc¸as na a´rea da su-
perf´ıcie que separa as regio˜es.
Fonte: RAAMSDONK, M. V. 2010. p3.
um aumento na distaˆncia entre os dois pontos em questa˜o. Este fato e´ representado na
Figura 4.4. E percebe-se isto ao analisar a relac¸a˜o abaixo,
〈OC(XC), OD(XD)〉 ∼= 1
emL
. (4.10)
Onde L e´ a distaˆncia entre os dois pontos.
Figura 4.4: Se a correlac¸a˜o decresce, a distaˆncia entre dois pontos aumenta.
Fonte: RAAMSDONK, M. V. 2010. p5.
Estes conceitos tem uma grande implicac¸a˜o no estudo das pontes de Einstein-
Rosen em que estuda-se a partir de agora. Contudo, apresentamos apenas algumas de
suas principais caracter´ısticas, na˜o como chegar neste tipo de soluc¸a˜o atrave´s das equac¸o˜es
de Einstein.
Pontes de Einstein-Rosen podem ser imaginadas como tu´neis que conectam dois
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buracos negros em diferentes regio˜es no espac¸o-tempo. Entretanto, e´ assumido que eles
na˜o podem ser atravessados.
Esta afirmac¸a˜o prove´m dos fatos que estudamos anteriormente entre o emaranha-
mento e a geometria. Se o emaranhamento diminuir, implicara´ que a “garganta” da ponte
comec¸ara´ a se fechar, ao mesmo tempo, a distaˆncia entre os dois buracos negros comec¸ara´
a crescer.
Todavia, se o emaranhamento for consistente, pode-se conectar dois buracos ne-
gros por uma ponte de Einstein-Rosen. Neste caso, dois observadores, estando cada um
pro´ximo ao seu buraco negro, poderiam se encontrar se cada um cruzasse o seu respectivo
horizonte de eventos. Pore´m, este encontro seria momentaˆneo, pois logo apo´s eles cairiam
na singularidade da ponte de Einstein-Rosen. Veja a Figura 4.5.
Figura 4.5: Pontes de Einstein-Rosen: uma forma de emaranhamento.
Fonte: MALDACENA, J., SUSSKIND, L. 2013. p15.
Deixa-se claro aqui a ideia que as pontes de Einstein-Rosen podem ser interpreta-
das como correlac¸o˜es quaˆnticas. Tambe´m deve-se esclarecer o fato que estas correlac¸o˜es
sa˜o monogaˆmicas. Se um sistema A esta´ emaranhado com outro B, isto o impede de
emaranhar com C.
Baseados nestes argumentos [20], Juan Maldacena e Leonnard Susskind [7], apre-
sentam a seguinte relac¸a˜o:
ER = EPR. (4.11)
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Mesmo assim, isto trata-se de uma conjectura. Na˜o se pode afirmar com absoluta certeza
se ela e´ de fato a soluc¸a˜o deste problema.
Esta equac¸a˜o trata-se de uma relac¸a˜o simbo´lica e na˜o uma fo´rmula matema´tica. As
letras contidas nela significam as iniciais de alguns f´ısicos. Assim, ER (Einstein-Rosen)
retratam as pontes de Einstein-Rosen, enquanto que EPR (Einstein-Podolsky-Rosen)
representam as correlac¸o˜es quaˆnticas.
Agora estamos aptos a relacionar a monogamia do emaranhamento com a infor-
mac¸a˜o em buracos negros. Se um observador A esta´ coletando informac¸a˜o referente a`
radiac¸a˜o do buraco negro B, um outro observador C na˜o pode cruzar o horizonte de
eventos e emaranhar com B. Em vez disso, Almheiri, Marolf, Polchinski e Sully (AMPS),
propo˜em que existe uma espe´cie de firewall no horizonte que termaliza C, impedindo-o
de emaranhar com B.
Assim, tambe´m podemos observar a conjectura ER = EPR com a descric¸a˜o de
complementaridade do buraco negro. Se dois buracos esta˜o conectados por uma ponte de
Einstein-Rosen (emaranhados), na˜o pode existir um 3o objeto para tentar emaranhar com
alguns destes buracos negros. Deve existir alguns firewalls que na˜o deixam isso acontecer
[21].
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Cap´ıtulo 5
Considerac¸o˜es Finais
Analisamos a proposta de Leonnard Susskind para a explicac¸a˜o do paradoxo da
conservac¸a˜o da informac¸a˜o em buracos negros. Enquanto que a informac¸a˜o atravessa o
horizonte de eventos do ponto de vista de um observador, para o outro ela e´ retornada
para fora na radiac¸a˜o te´rmica. Entretanto, o princ´ıpio da na˜o clonagem na˜o permite que
isto acontec¸a; o horizonte na˜o pode duplicar a informac¸a˜o.
Se dois sistemas de refereˆncia podem apresentar diferentes afirmac¸o˜es sobre o que
acontece com a informac¸a˜o pro´xima a estes corpos gravitacionais. O observador que
atravessa o horizonte na˜o pode se comunicar com o que fica no exterior, uma vez que ele
na˜o pode enviar qualquer tipo de sinal quando atravessa esta regia˜o. Logo, nenhum pode
discordar da experieˆncia sofrida pelo outro.
Na questa˜o do emaranhamento entre dois subsistemas, o estado que caracteriza
o sistema total, que corresponde a dois espac¸os-tempos desconectados, tambe´m pode
representar um buraco negro, caso haja emaranhamento entre estes dois subsistemas.
Comprovamos esta dupla interpretac¸a˜o, a partir da correspondeˆncia entre duas teorias
f´ısicas: teorias de campos conformes e espac¸os-tempos anti de-Sitter. Para ter a certeza
que este estado, tambe´m, pode caracterizar um buraco negro, o trac¸o realizado sobre este
estado corresponde a` um operador densidade te´rmica que descreve a regia˜o exterior ao
horizonte de eventos. Sendo assim, a entropia de emaranhamento pode ser entendida
como a de Bekenstein-Hawking, diretamente proporcional a` a´rea da superf´ıcie separando
as regio˜es, e que se a entropia entre essas regio˜es variar, a geometria do sistemal global
sera´ modificada.
O emaranhamento pode gerar espac¸os-tempos caracterizados por buracos negros
e tambe´m causar modificac¸o˜es em determinadas geometrias, juntamente ao fato que o
emaranhamento quaˆntico e´ monogaˆmico. Ale´m do mais, se existir emaranhamento entre
dois buracos negros, a ponte de Einstein-Rosen e´ consistente. Contudo, se na˜o existir
nenhum tipo de correlac¸a˜o, ou mesmo se ela diminuir, a “garganta” da ponte e´ fechada, a
distaˆncia entre estes dois corpos gravitacionais em questa˜o pode tornar-se infinitamente
longa, e assim desconecta os dois buracos negros.
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